
Mathematik Skript

5.4 Affine Unterräume

5.4.1 Der Vektorraum Rn als Punktraum

a) Verbindungsvektor bzw. Richtungsvektor zweier Punkte

b) Abtragen eines Vektors an einem Punkt

Koordinaten eines Punktes



c) Abtragen einer Vektormenge an einem Punkt



5.4.2 Affine Unterräume des Rn

Für eine Affinen UR Γ = →r0 + U  gilt

Definition



Parameterdarstellung von Γ = →r0 + U



Parameterfreie Darstellung von Γ = →r0 + U





5.4.3 Hauptsatz über Lineare Gleichungssysteme

Beweis

Bemerkung

Def



Spezialfall





5.4.4 Affine Unterräume durch vorgegebene Punkte

Lösung

Bemerkung

Def





5.4.5 Lagebeziehungen affiner Unterräume

Beispiel

a)

b)

c)



Allgemeine Bedingung für Parallelität

Bemerkung





5.5 Euklidische Räume

5.5.1 Skalarprodukt, Norm Winkel

(1)

(2) Norm (Betrag / Länge) von →a ∈ R
n (a ∈ V )

Bemerkung

Eigenschaften

Note

Euklidischer Raum := R − VR mit Skalarprodukt



{Couchy - Schwarzsche Ungleichung (CSU)}

Beweis

(3) Einheitsvektoren



(4) Winkel zwischen →a und →b für →a,→b ≠ →c

(5) Orthogonalität

(6) Pythagoras / Kosinussatz





5.5.2 Abstände

(I) Abstand Punkt - Punkt: →r1, →r2 ∈ R
n

(II) Abstand Punkt - affin UR



(1) Parameterdarstellung von Γ = →r0 + U bestimmen

(2) Orthogonales Komplement U⊥ von U bestimmen



(3) Parameterfreie Darstellung von Γ′ = r1 + U⊥ bestimmen

(4) Dann ist →rF Schnittpunkt von Γ = →r0 + U und Γ′ = →r1 + U⊥



(1) Parameterdarstellung von Γ

(2) orthogonales Komplement U⊥ = {→x|→x ⊥ U}



(3) Parameterfreie Darstellung von Γ′ = →r1 + U⊥

(4) →rF ist Schnittpunkt von Γ = →r0 + U und Γ′ = →r1 + U⊥



5.5.3 Hessesche Form einer Hyperebene







5.5.4 Orthogonale Projektion, Orthonormalbasis

(1) Orthogonale Projektion

(2) Orthonormalsystem, Orthonormalbasis

(3) Eigenschaften eines ONS



(4) Berechnung der orthogonalen Projektion



(5) Gram - Schmidtsches Orthogonalisierungsverfahren







5.6 Methoden der kleinsten Quadrate



5.6.1 Näherungslösung eines LGS







5.6.2 Ausgleichspolynom



6 Determinaten

6.1 Definition der Determinante

{Leibnitz - Formel}







6.2 Eigenschaften der Detminante

(D5)

(D6) Graußoperationen und det(A)

(D7) Dreiecksmatrizen



Gauß - Jordan - Verfahren zur Bestimmung von det(A)



(D8) Invertierbarkeit

(D9) Produktregeln





(6.3) Adjunkten / Laplacescher Entwicklungssatz

Entwicklungssatz

Inversenformel







6.4 Anwendung der Determinante

(I) Volumen im R³

(II) Untersuchung linearer Gleichungssysteme

(1) Inhomogenes LGS

Cramersche Regel



(2) Homogenes LGS



(III) Vektorprodukt im R³

Rechenregeln





Bemerkung



7. Lineare Abbildungen und Eigenwerte

7.1 Lineare Abbildungen und Gleichungen

Definition

Bemerkungen

Beispiele



Bemerkung

Satz (Hauptsatz über lineare Abbildungen)



Beweis

Beispiel





7.2 Lineare Abbildungen L : Kn → Km, Matrizendarstellung

Bsp 1

Bestimmung von M bei Basiswechsel



Beispiel

Komposition linearer Abbildungen / Matrizenmultiplikation



Umkehrabbildung / inverse Matrix

7.3 Orthogonale Matrizen

Definition



Eigenschaften orthogonaler Matrizen

Beweis



Klassifikation

Beispiele







7.4 Eigenwerte und Eigenvektoren quadratischer Matrizen

(1) Eigenwertgleichung (EWG)

(2) Bestimmung der EW von A ∈ K (n,n)

Beispiele



charakteristisches Polynom von A ∈ K (n,n)

(3) EW von A ∈ K (n,n)



Beispiel





7.5 Quadratische Formen, Hauptachsentransformation

(1) Aufgabe

Ellipsengleichung

Hyperbelgleichung

(2) Quadratische Formen



(3) Lineare Koordinatentransformation

(a) Standardbasis →e1, . . . , →en

(b) neue Basis →b1, . . . , →bn

(c) Transformationsgleichung (Umrechnung zwischen →x und →u)

Beispiel



(4) Hauptachsentransformation

(a) Transformationsformel für quadratische Gleichungen



(b) Zielstellung

Beweis



(c) Satz (ohne Beweis)

(5) Beispiele

Bsp 1





Bsp 2



Bsp 3







7.6 Affine Abbildungen Km → Kn

(1) Definition

(2) Affine Koordinatentransformation im Rn

(a) Standardsystem (→0; →e1, . . . , →en)

(b) neues Koordinatensystem ( →r0, →b1, . . . , →bn)

(c) Transformation



(3) Beispiel: Spiegelung im R2 an Geraden

Lösung 1 (besonders einfache Koordinatentransformation)



Lösung 2



7.7 PageRank







Kapitel IV: Funktionen in mehreren Variablen, Differentiation

1 Grundbegriffe

1.1 Funktionen aus Rn in R

(1) Definition

(2) Darstellung von f

(a) Graph von f

(b) Niveaumengen von f



(c) Schnittkurven von f



1.2 Punktmengen des Rn

(1) Bsp

(2) Abstand ε-Umgebung

(3) Definition



Bemerkung

Beispiel





2 Grenzwert und Stetigkeit

2.1 Punktfolgen im Rn

(1) Grenzwert von x(k)

(2) Beispiele

–



2.2 Grenzwerte von Funktionen, Stetigkeit

(1) Definition

(2) Satz

(3) Beispiele (n = 2)







3 Ableitung, Gradient, Differntial

3.1 Partielle Ableitung, Gradient

(1) Partielle Ableitung

Definition

Geometrische Interpretation

Linearer Zuwachs von f in Punkt x = a– in xi-Richtung

Definition

–



Bemerkung

Beispiel 1

Beispiel 2



(2) Tangentialraum von f an der Stelle x = a–

Gleichung des Tangentialraumes

Beispiel

Merke

–



(3) Richtungsableitung von f

Bemerkung

Satz (ohne Beweis)

Beispiel

Folgerung 1



somit gilt

Folgerung 2

Bemerkung



3.2 Differential einer Funktion f

(1) Differential von f

Kurzschreibweise

Bemerkung

(2) Funktionswertdifferenz

Definition



Bemerkung

Beispiel

Satz

(3) Anwendung

(a) Fehlerrechnung (Fehlerfortpflanzung)



(b) Lineare Approximation von f(x) für x nahe a–

Bemerkung

(4) Regeln für das Differential

––



Beweis von (a)

Bemerkung



3.3 Kettenregel

Gegebene Funktionen

Verkettete Funktion

Dann gilt

Beispiel 1

Beispiel 2



Geometrische Interpretation

Beispiel Kreisbewegung

Folgerung



Beispiel



3.4 Implizite Funktionen (Auflösungssatz)

Dann gilt

Beweis der Formel

Beispiel



Bemerkung



3.5 Ableitungen höherer Ordnung

(1) Partielle Ableitung k-ter Ordnung

Allgemein

Definition

Satz von Schwarz



(2) Differential k-ter Ordnung

Beispiel (n = 2)

(3) Hessematrix der Fkt f an der Stelle x

Eigenschaften

(4) Quadratische Approximation von f(underlinex) für x nahe a–

–

–



Anwendung



3.6 Positiv bzw. negativ definite Matrizen

Gegeben

Definition

Beobachtung

Eigenwertkriterium

Determinantenkriterium

Beispiel





#

4 Extremwerte

4.1 Globale und lokale Extremwerte

Globale Extremwerte von f auf D

Lokale Extremwerte von f auf D



4.2 Existenz globaler Extremwerte

Definition

Satz von Weierstraß (ohne Beweis)



4.3 Lokale Extremwerte im Inneren von D

(1) Notwendige Bedingung

(2) Hinreichende Bedingung

Spetialfall (n = 2) f = f(x, y)



Zusammengefasst

Beispiel



4.4 Extremwerte mit (Gleichungs-) Nebenbedingung

(1) Aufgabenstellung

(2) Eigenschaften von D = {x ∈ R
n|g(x) = 0}

(3) Lösungsmethode für (1)

(a) Auflösung der Gleichung g(x = 0)

––

–



Beispiel

(b) Parametrisierung der Menge D = {x ∈ R
n|g(x) = 0}

Beispiel

––



(c) Multiplikatorenregel von Lagrange

1. Betrachten Ersatzfunktion

2. Notwendige Bedingung



3. Hinreichende Bedingung (zu kompliziert)

Beispiel

Extremwertverdächtige Stellen von f mit NB g(x) = 0
–



(4) Mehrere Nebenbedingungen

Lagrange - Funktion



4.5 Globale Extremwerte von f auf D

Lösung



Kapitel V: Gewöhnliche Differentialgleichung

1. Grundbegriffe

1.1 Ableitung einer Funktion



1.2 Wachstum der Erdbevölkerung



1.3 Definition

Beispiel

Bezeichnung (sezielle Lösung | allgemeine Lösung)





1.4 Anfangswertproblem (AWP) n-ter Ordnung

Beispiel

Bemerkung



2. Gewöhnliche DGL en 1. Ordnung

2.1 Explizite DGL 1. Ordnung

Bemerkung

Eulersches Polygonzugverfahren mit Schrittweite h

Existenz von Lösungen (Hinreichende Bedingung)

Satz (Peano)



Eindeutigkeit der Lösung (Hinreichende Bedingung)

Beispiel 1

Beispiel 2





2.2 Spezielle Typen von DGL 1. Ordnung

(I) DGL mit getrennten Variablen

Normalform

Kurzform für (2)

Beispiel 1



Bemerkung

Beispiel 2



(II) Ähnlichkeitsdifferentialgleichungen

Normalform

Lösungsalgorithmus



Beispiel

(III) Exakte DGL



Voraussetzung

Definition

Allgemeine Lösung von (∗)

Integrabilitätsbedingung



Bestimmung einer Stammfunktion F

Beispiel





3. Lineare Differentialgleichungen

3.1 Lineare DGL n-ter Ordnung für y = y(t)

(1) Normalform

(2) Anfangswertproblem



3.2 Lösungsstruktur

Beweis

Satz (Lösungsstruktur linearer Differentialgleichungen)



Bemerkungen



3.3 Lineare DGL 1. Ordnung

Normalform

Existenz und Eindeutigkeit

Lösungsalgorithmus

(a) Allgemeine Lösung der homogenen LDGL y′ + a(t) y = 0 (+)



(b) Spezielle Lösung ys der Inhomogenen LDGL y′ + a(t) y = b(t) (∗)



(c) Allgemeine Lösung yin der inhomogenen LDGL y′ + a(t) y = b(t)

Beispiel





3.4 Lineare Unabhängigkeit von Funktionen

Gegeben

Kriterium I

Kriterium II



3.5 Lineare Differentialgleichungen mit konstanten Koeffizienten

(A) Allgemeine Lösung der homogenen LDGL

Bestimmung einer Basis des Lösungsraumes von (+)

Erhalten n Basislösungen von (+) wie folgt:



Beispiel





(B) Bestimmung einer speziellen Lösung der Inhomogenen LDGL

1. Methode: Variation der Konstante



Beispiel



2. Methode: spezielle Ansätze nach Typ der Inhomogenität



Ansätze

{Störfunktion}

Bemerkung



Resonanzfall

Beispiele





Resonanzfall erkennen



Beispiel







3.6 Eulersche Differentialgleichungen

(A) Allgemeine Lösung der homogenen Euler DGL

Bestimmung einer Basis {y1, y2} im Fall n = 2



Beispiel



Hintergrund zum Ansatz

(B) Bestimmung einer spezielle Lösung der inhomogenen Euler DGL

Beispiel





4. Differentialgleichungssytem

4.1 Räuber - Beute Modell (Volterra 1928)



4.2 Abbildungen →r : I ⊆ R → R
n

(1) Definition

(2) Stetigkeit / Differenzierbarkeit

Physikalische Interpretation



Satz

Beispiel



4.3 Differentialgleichungssystem 1. Ordnung

(1) Normalform

Skalare Form

Vektorform

(2) Lösung / AWP

(3) Beispiel



Lösung





(4) DGL n-ter Ordnung → DGL - System 1. Ordnung



4.4 Lineare DGL - Systeme 1. Ordnung

Satz

Beweisidee



Bestimmung der Lösungsmenge des homogenen Systems für konstante Koeffizientenmatrizen





Bestimmung einer speziellen Lösung des inhomogenen Systems

1. Methode: Variation der Konstanten





2. Methode: spezielle Ansätze nach Typ der Inhomogenität



4.5 Autonome DGL - Systeme

Definition

Existenz und Eindeutigkeit von Lösungen

{Phasenkurve, Trajektorie, Orbit, Phasenportrait}

Bemerkung

Beispiel 1



Für den Fall n = 2 Phasen - DGL für die Phasenkurven

Beispiel 2



Stabilität von Fixpunkten



Lineare autonome Systeme

Satz

Typen von Fixpunkten von →̇r = A→r für n = 2

2 verschiedene reele EW λ1,λ2 mit EV λ1 λ2



doppeöter reeller EWR mit geometrischer Vfh 2

doppelter reeller EW λ mit geom. vfh 1



komplexer EW λ = α + iβ β ≠ 0


